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Un petit dessin...
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Disque discret

Discrétisation de Gauss d’un disque euclidien D(C, r)

Définition analytique équivalente

{(z,y) € Z%|(z — C2)* + (y — Cy)* <%}
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Trois modéles de disques discrets

(@)CeZreZ b)yC ez ez (c)Ce®*r*cQ
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Motivation

Comprendre la distribution spatiale des points
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Remarque

Seul les points du b s intéresse
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Un outils

section de disques généralisés

(d) négatif (e) positif

@ [EKS83] Edelsbrunner, H., Kirkpatrick, D., Seidel, R.
On the Shape of a Set of Points in the Plane
IEEE Transactions on Information Theory, 29(4) :551-559, 19883.
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Un outils

a-shape, graphe

(f) négatif (9) positif

@ [EKS83] Edelsbrunner, H., Kirkpatrick, D., Seidel, R.
On the Shape of a Set of Points in the Plane
IEEE Transactions on Information Theory, 29(4) :551-559, 1983.
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Intérét deS af'Sh pe, o€ [_2, 1/7“771/1:71[
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Triangulation de Delaunay d'ordre 0 et n

Union des a-shapes, Delaunay, Voronoi

(h) négatif (i) positif
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Triangulation de Delaunay d'ordre 0 et n

Union des a-shapes, Delaunay, Voronoi

(i) négatif (k) positif
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Triangulation de Delaunay d'ordre 0 et n

Union des a-shapes, Delaunay, Voronoi

(1) négatif (m) positif
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Prenons un objet simple : le motif (1er octant)

Discrétisation plancher d’'un segment de droite

> I

{(x,y)EZ2|0§aac+by<(a—|—b), 0<z+y<(a+0b)}

Triangulations de Delaunay d’ordre 0 et n d’'un motif ?
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Plan

Triangulation de Delaunay d’ordre 0 (CDT)
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Résultat

[s [RL11] Roussillon, T., Lachaud, J-O.,
Delaunay properties of digital straight segments
Discrete Geometry and Computer Imagery, 308-319, 2011.
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Schéma de preuve

1. Larbre recouvrant minimal (euclidien) divise la CDT en
deux parties

2. La partie supérieure de I'enveloppe convexe se triangule
de maniére unique
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Application directe : a-shape, a € [—2;0]

Calcul incrémental et output-sensitive de I'enveloppe
convexe (a = 0)

Complexité en O(hlogr), ol h = O(r?/?) est le nombre de
sommets.

[ [H98] Har-Peled, S.
An output sensitive algorithm for discrete convex hulls
Computational Geometry, 10(2) :125-138, 1998.

Généralisation pour oo < 0

= calcul récursif a partir des arétes de I'enveloppe convexe

= calcul incrémental a partir des convergents des arétes
Complexité en O(hlogr).

Stage de master de Thomas Lafond
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Plan

Triangulation de Delaunay d’ordre n (FDT)
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Résultat

) e Y

Soit n = O(max (a, b)), la profondeur de développement en
fractions continues de a/b, la pente du motif.

n + 2 sommets
2n + 1 arétes (n + 2 au bord et n — 1 internes)

n faces

[« [R13] Roussillon, T,,
Euclidean Farthest-Point Voronoi Diagram of a Pattern
soumis a Discrete Applied Mathematics, 2013.
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Exemples

12/29 = [0;2,2,2, 2]
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Exemples

2.(5/8) 0l 5/8 = [0;1,1,1,2]
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Retour sur l'algorithme d’Euclide

Soit 0(2,) = pn/qn = [uo, U1, - - -, un| (gn > pn > 0 sont des entiers
premiers entre eux).

up =0, 7_1=qn, To= Pn,

1
Vi<k<n,u= V:_f} Tk = Tk—2 — UgTk—1- M
Les restes sont positifs et décroissants.
T_1 =gl =R I e R — > — (). (2)
Les convergents z; sont définis tels que Y0 < k < n, pr/qr =
[10, 21
oy = 1L, Z_i = 1, 3)
Vi<Ek<n, zp=2p o+ Up2r_1.
LIRIS

T. Roussillon GT GEODIS 13/10/2013 18/25



ion Triangulation de Delaunay d’ordre 0 ( ) Triangulation de Delaunay d’ordre n (FDT)

Interprétation géométrique de I'algorithme d'Eucl

VO S R 2 = 2. (4)
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Convergents et enveloppe convexe : observation
Z4 Z4

Z3 Z3
Z_1 Iy Z_1 7,

Zy
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Convergents et enveloppe convexe : idee de lap

Zy

Z3
Z_1 7y

YO<Ek<n gpr1—praqe = (—1)"

(5)
Vi<k<n qPrz—Pra2qr = —ur(—1)". (6)
V—1<k<n @upr—pran = re(—1)". (7)
LIRIS
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Définition de la triangulation

(Ho, O, Zy), (H1,Ho,0), ..., (Hg, Hx—1, Hp_2), .. ., (Hpn—1, Hn—2, Hp—3).

ldée de la preuve

= |. c’est une triangulation
= |l. le cercle circonscrit de chaque triangle contient tous les
points
1. deux triangles consécutifs partagent une aréte ; le cercle
circonscrit du second contient le sommet opposé du premier
2. conclure par récurrence
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Exemple (k < n, k impair)

Trois équivalences
1. Le cercle passant par Hy, Hy_1, H;_o contient Hy_3.
2. (Hy—oHy, Hy_oHy_1) < (Hyp_3Hy, H,_3H}_1)
3. = (20— 2h—1 — 2k—2)Zh—1, ¥ = (2n — 2% — z—3)2k—2 €1 0(x) < O(y).

Hy—3
Hk:—2 Hk—l

Hj,

3 est vrai car :
= (parties réelles) R(x) > R(y) > 0, par (3).
= (parties imaginaires) Par (3), (4), (5), (6) :
® S(x) = (rk-1—1).
))u + (rp — 1).

® 3(y) = (rg—1—
® D'ou S(y) > S(z) > 0, par (2).

LIRIS

T. Roussillon GT GEODIS 13/10/2013 23/25



Motivation Triangulation de Delaunay d’'ordre 0 (CDT) Triangulation de Delaunay d’ordre n (FDT)

Intérét d’'une description implicite

2/3 2/3
3/5 /
2/3 2/3
/
3/5 3/5
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Merci
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